
19. Модели процессов авторегрессии и скользящего
среднего: AR(p), MA(q) и ARMA(p,q). Условия

стационарности этих процессов.

Процесс авторегрессии порядка р ( AR(p)) определяется соотношениями

Xt = a1Xt−1 + a2Xt−2 + ...+ apXt−p + εt, ap 6= 0,

где εt - процесс белого шума с D(εt) = σ2ε .

Cov(Xt−s, εt) > 0 для всех s > 0.

При рассмотрении процессов авторегрессии и некоторых других моделей удобно исполь-
зовать оператор запаздывания L (lag operator), который воздействует на временной
ряд и определяется соотношением

LXt = Xt−1

Если оператор запаздывания применяется k раз, что обозначается как Lk, то это дает в
результате

LkXt = Xt−k

Тогда процесс авторегрессии p-го порядка перепишется в виде:

a(L)Xt = εt

где
a(L) = 1− (a1L+ a2L

2 + ...+ apL
p).

Для того, чтобы такой процесс был стационарным, все корни алгребраического урав-
нения a(z) = 0 должны лежать вне единичного круга, т.е. |z| > 1.
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Процесс скользящего среднего порядка q ( MA(q)) определяется соотношени-
ями:

Xt = εt + b1εt−1 + b2εt−2 + ...+ bqεt−q + µ, bq 6= 0,

Используя оператор запаздывания L, MA(q) можно переписать в следующем виде:

Xt − µ = b(L)εt,

где b(L) = 1 + b1L+ b2L
2 + ...+ bqL

q.

Всякий стационарный процесс AR(p) эквивалентен MA(∞).

Если корни b(z) = 0 лежат вне единичного круга, то ряд обратим, т.е. MA(q) экви-
валентен AR(∞).

Смешанный процесс авторегрессии – скользящего среднего (процесс авторе-
грессии с остатками в виде скользящего среднего) (ARMA(p,q)) определяется
соотношениями:

Xt = a1Xt−1+a2Xt−2+...+apXt−p+εt+b1εt−1+...+bqεt−q, ap 6= 0, bq 6= 0, εt−белый шум

В операторной форме это соотношение имеет вид

a(L) = 1− (a1L+ a2L
2 + ...+ apL

p)

b(L) = 1 + b1L+ b2L
2 + ...+ bqL

q

a(L)Xt = b(L)εt,

т.е. a(L) и b(L) имеют тот же вид, что и в определенных ранее моделях AR(p) и MA(q).

Процесс стационарен, если все корни уравнения a(z) = 0 лежат вне единичного кру-
га |z| ≤ 1

Если все корни уравнения b(z) = 0 лежат вне единичного круга |z| ≤ 1 (условие об-
ратимости), то существует эквивалентное представление процесса Xt в виде процесса
авторегрессии бесконечного порядка AR(∞).
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